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P, die Existenz eines stetigen Schnittes fiir P-‘(, . Die Umkehrung gilt i.a. 
nicht (siehe Lazar et a/. [lb]). Mit unseren Ergebnissen zeigen wir, da13 in 
G(X), X nicht notwendig zusammenhangend, aus der Existenz eines stetigen 
Schnittes fur P, mit der Nulleigenschaft die Unterhalb-Stetigkeit von PC; 
folgt (Satz 12). 
Schliel3lich beweisen wir, dab unter gewissen Voraussetrungen in lA, uber 
einern nicht notwendig nichtatomaren MaBraum fur einen eindinlensionalen 
Teilvcktorraum G ein stetiger Schnitt mit der Nuileigenschaft fur P,; gcnau 
dann existiert, wenn G tschebyschcll” ist (Korollar IS). 
Da stctige Schnitte fur die metrische Projektion nur miter starken ‘Koraus- 
setzungen existieren, erhebt sich die Frage. ob die metrische Pro;ektion 
Schnitte mit abgeschwachten Stetighcitseigenschafte~~ tinter schwachercn 
Voraussctzungen zulabt. Durch i\nvvendung vo11 Siitzen tiber melibare 
Schnitte VOII Himmelberg, van Vleck [12] fur beliebige mengenvvertige 
Abbildungen (Satz 2 und Satz 3) zeigen wir in Abszhnitt 2, dab bei schwachen 
Konl~~~1litheitseigellscllaftei~ der Basismenge G tin Borel-mebbarer Schnitt 
!‘iir YC; existiert (Satz 4, 5 und 7, Koroilar 0 und 9). 
Sc!rieOhch behandeln wir in Abschnitt 3 die f-rage, welche Schnitteigen- 
~chaften die metrische Projektion besitzt, falls tin beiiebiger proximinaler 
‘reilvektorraum als Basismenge vorlicgt. Wir beweisen, darJ jede quasi- 
additive nrengenvvertige Abbildung mit ciner =- mTv+issen Fixpul-ihteigenscllaft 
cinen quasi-additiven Schnitt zu1af.Q (Sat,: 2). .Auberdem zcigen sir, d;tl.; fin 
JC~C homogene mengenwertige Abbildung ein hornogcncr Schnilt cxistiert 
(Sate 4). Diese Ergebnisse kiinncn sofort auf die metrische Projektion 
angewandt werden. Unter gewissen Voraussetzungen gilt sogar. dab Jede 
quasi-lineare mengenwertige Abbildung einen quasi-linearen Schnitt mit der 
S,)nlieneigenscll~Ifl (Definition i I) besitrt (Satz 12). Auch diesel Satr kann 
sofort auf die metrische Projektion angewandt werdcn. 
1. SIXTKX SCHNITTE FOR DIG METRISCHE PROJEKTION 
%u Beginn definieren wir die grundlegenden Begriffe zur metrischen 
Projektion: 
I. DEFIMTION. Sei E ein metrischer Raum und G eine Teiimenge van E. 
Fur alle x aus E sei d(x, G) :== inf{d(.u: g) : g E G} und PC(x) :: : {gv c- G: 
d(x, g,) =: d(x, G)). 
Die Elemente aus P&x) heil3en Efenzentr brster Approxitnatio~z (fur x bzgl. G). 
G heit3t proximinal, falls PC(x) nicht leer ist fiir alle x aus E. G heiDt 
senri-tscheb~.~c~z~~f~ falls P&-r) hochstens einpunktig ist fur alle ,Y aus E. G 
heil3t tsclzebysdu~‘j falls G proximinal und semi-tschebyscheff ist, Fails G 
proximinal ist, heil3t die oben definierte Abbildung P, von L;‘ in 2<’ die 
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(mengenwertige) tnrtrisclw Prqjektiorl bzgl. G, wobei 2G :. = jG’ C G : G’ ::’ c$: 
ist. 
Wir nennen G die Basisn~cnge der metrischen Projektion Y(, : I: -+ 3’f. 
Falls die Basismenge proximinal und nicht tschebyscheff ist, sprechen wir 
vom t17ct?genn,c~rtiKrrz FuI!. Falls die Basismenge tschebyscheff ist, sprechen 
wir vom 7sc,heb~s~hl~~~Fuli nd betrachtcn die metrische Projektion in den 
meisten Situationen als punklwertige Abbildung. d.h. als Abbildung von 
E in G. 
Seien 1,: und G Men&en und F: fJ ---* 2’4 eine beliebige mengenwertise 
.Abbiidung, so heiRt eine AbbildungJi E l G ein Scllnift fiir F: E -+ 2’;. falls 
j-(.u) aus F(.u) ist fiir alle .Y aus E. Bcsitzen die Mengen E und G gewisse 
Strukturen, etwa lineal-e, ropologische oder metrische Strukturen, und besitzt 
ein Schnitt bestimmte tiipcnschaften bzgl. dieser Strukturen. so sprechen wir 
beispielsweise von eineln stetigen. !?orelmeBbaren, homogenen, quasi- 
additiven bzw. linearen Schnitt. Die genauen Definitionen werden in den 
einzelnen Abschnitten gegeben. 
III:: cr\tcs zeigen wir cinc Nichtexi~tenraussage fiir stetige Schnitte der 
metrischen Projektion in strikt honvexcn RBumcn, beniitigen abcr vorwcg 
die folgcndc Definition: 
2. DEFINrrio&. Sci E ein normierter Kaum. 
(I) E hei!3t ytrikt i\ot~t~l~,Y. wenn fiir alle .v. .L’ aus !J mit .\- ,V gilt: 
ist 1 s’ -1 .‘.)‘I . so folgt ;c.u ; J‘) c I. 
(2) Fiir alle .i-, J’ au> E sei [.r, ,v] : j(4.Y ( I (1) .I’ : 0 (f I : 
(3) Sei x aus IL’ und r 0, so defmieren wir: 
A(.\., 1.): (yz E: .\’ y .,I-;. 
tY’(.Y. I.) : ; j’ c 1: : .Y J‘ I’;. 
S( Y, r) : -- ; J’ r E : .\- .~ j’ f’:. 
Wir beweisen nun den folgenden Satz 3, aus dem sich die oben erw%hnte 
Nichtexistenzaussagc als Korollar 4 ergeben wird. 
3. SAW. Scv’ E tin twtmic~~tu Ramr wtll G citw pmuiminnlc~ Tdtwqy 
ran E. E.Y esistic’rc riti stviigrr Schtlitl f,, : I:‘ + G fijr Y,, : C + 2(;. 
Dcm ist [ ~,,fG(.x)] C S(s, d(x, G)) fiir cd/e .Y aus E und cdle g uus P<,,(s). 
BcwCis. Zun&chst zcigen wir die t’olgende B&uptung: Sei G eine proxi- 
minale Teilmenge von E und existiere ein stetiger Schnitt.f,, fiir PC; und seien 
0 aus F\G und g,, aus P,(O). Dann gilt: /g,, ,,f(;(O)] C S(0. d(0, G)). A, 
Bcwci~ tier Behmp fimng. Fiir go aus P,(O) zeigen wir: lx,, &(CI)] S(0, rl 
(0, G?,. 
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(I) Zunschst zeigen wir fur alle 0 < b -; I: A, :- S(0. d(O, G)) n 
.S(bgO, d(bg” : G)) ist sternformig urn g0 , d.h. q. -L (I -- N): ist ~LIS A,, fur 
alle z aus A,, und alle 0 :C a I I. 
(Dies wurde von Klee in [ 131 angegeben.) 
&IIY,~S ~‘017 (1). Seien 0 =, b .< I und z aus A,, , so gilt: 
I d(0, G) =- 1’ g,, ‘, und : ~- bgo 1 I c= d(bg,, , G) - ( 1 -. h) ,d( 0, G). 
lm folgenden beachte man die Tatsache, daR, falls die Endpunkte einer 
‘Strecke” [.Y, ~11 und ein Punkte im “Inneren” dieser Strecke gleiche Norm 
besitzen, Ale Elemente der Strecke dieselbe N’orm besitzen. Dies beweist 
man ieicht durch Widerspruch. 
(a) Es gilt: 
bg, + (1 - b)((z - bg,)/(I - b))i = ,’ .z -y c/(0, G). 
Daraus foigt: 
‘XI, .- (I - c)((z - bg,)i( I - b))i’ .= d(0, G) fiir alle 0 : c I 
Wir definieren nun: c : r- 2b - b’, d.h. 0 < c < 1. 
Damit gilt dann: 
(2J --- b2) g,, -’ f 1 - (3 - b”))((z - bg;,)/( I -- h))’ z f/(0, G) 
und 
fig,,-I (I -u,~ES(O,C/(O,G)) (0 a ,. I) 
(b) Weiter gilt: 
c/g,, -; (I - a)((2 - bg,,)/( I ~- 6)): = 40, C) (0 (I : I). 
Da i-a us folgt: ! ug,, L (I - u) 1 -- 6g,, :i --: (1 -- b) L/(0. G) --. C/(b,!$) G) 
(0 --(I I) und a,~,, - (I -- n) z ~- h,?” E S(bg,, , d(bg,, , G)) (0 N . 1). 
Damit ist (1) gezeigt. 
(2) Wir zeigen nun: Fur alle 0 < h c 1 gilt 
bg,, E A :- {s E EiG: g,, E PC(s) und [g, , h;(.r)] C S(s. 4.~. G))). 
BCII~~.Y rm (2). Fur 0 < b < 1 gilt: 
bg,, E E G, go e f’&g,J 
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und 
Letzteres zeigen \vir folgendermal3en: 
Zun5chst gilt: ,l;,(bg,,) ist aus S(bg,, , d(hg,, . G)) n S(O, r/(0. C)). Denn an- 
genommen i;,(hg,,) t/(0. G). so folgt: 
was ein Widcrspruch zu ,f;,(h,y,,) k,, c/(bg,, . G) (1 6) d(0, G) iht. 
AU\ (I ) folgt nun: q,, ( I c!).f;.(bg,,) i- S(bg,, . &~,FT,, . ‘I;)) (0 (I I‘). 
Damit i\t (7) gezeigt. 
(3) Nil- zeigen: A : ;.\- c E c;: ,q,, r P,,(r) Llild [g,, .,f&,] SKY. rl 
(.u. CT)); ist abgeschlossen in E G: 
Bc~t~rir un (3). Sei \- Lo IJ’G und (.I-,,) eine Folge in ./t. die gegen .Y kon- 
vergiert. Dann zcigen wir: .Y E A. 
(21) gt, ist :ILIS P,(.Y). denn es gilt: Sei II au> FX uttd .vrr aus A. dann ist g,, 
iILl> P(,(S,,). \v;ol-aus folgt. dali ,y,, aus P,,(.v) ist. &I (.v,,) gegen .Y kon\/ergiert. 
(h) i’s ist [g;, .,f,;(.v)] eine Teilmenge van S(.Y. d(s, G)). denn eb gilt: Sei 
/I aus i‘d und .s,, aus A. dann ist w,, ‘. (I (f).L,(.Y,,) -vrr dr,, . G) 
(0 c/ I). i‘iir 0 (I I /eigen wir: (xc, ( ! il)j;,(.Y) \- 
C/(X. 6). f)tr( I-,,) gegcli v hon\crgiert und ,f;; stetig i\t. gilt: q,, ( I (0 
.fL(.\‘!>) .v,, honvergiert gegen o,yo ( I N).fA) .,Y. Da sie Abbildungen 
,- ..-+ .I- bind .s e t/C.\-. G) ctetig sind, folgt durch Grenztibergang \ on .Y,. /LI 
.\-: rr,y,, (1 fl) f&Y, .Y r/t.\-. G). Aus (a) und (b) folyt, da0 .\’ ~LIS .A 
i5t. Damit isL (31 gezcigt. 
L\;ir haben ;IIW bishcr Folgendes gezei?t: Fall\ G’ 1. I: proximinal iyt. CatI\ 
fiir CT’ ein \tetiger Schnitt .I;,, fiir P,,, c\istier\ und 0 aus t‘)G’ und g,)’ ;ILIQ, 
P,, (0) ist. silt: [T,)‘. r;,,(O)] C S(0. c1(0, I;‘)). 
Dnrnuz folgt nun: Sei G i E proximinai ~md existiere ein stetiger Schniti 
,I;, fiir P,, und scien .\-,! (.u,, ,‘- 0) aus E’G und g,, aus PC,(.\,,), dann zeigen sir: 
[g,, ../;,(.Y,,,] : SC.\-,, . (If.?,, . G)). Dazu definiercn wir: G’ : Lb <q : g K. c; 1 
Dann ixt 0 au5 I:“(;’ und aul3erdem G’ proximinal, denrl ch gilt: Dn 6 prox- 
minnl i\i.. f’olet: l3r a’rle .V aus E cxistiert ein .q, auc G mit ’ I- g, 
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infji x - g ,j : g E Gj. Fiir alie x aus E definieren wir: gJ’ : so - c c G’. 0 .1*-* L- 
Daraus folgt: ij .Y -- g,’ I, - ;I(xO - x) - g,s-r i = inf{~,(,Y(, ~- s) - g ~ : g E G) 
..~ inf(# .Y - g’ :j : g’ E G’j, d.h. g, ’ ist aus P&x). Also ist G’ proximinal. 
Wir definieren fiir alle s aus E: .A;,(.\-) :- x0 ,h;(x,, ~~ x) in G’. Dann ist 
fiir alle s aus E&,(s) aus P&Y), denn e5 gilt: 
Damit ist&, ein stetiger Schnitt fiir PC,, Nach dem bisher Bewiesenen folgt 
nun: Fiir alle g’ aus PC;(O) ist [g’,.fi,,(O)] C S(0, l/(0, G’)). Da g,I ;IUS P,,(.\-,,) ist, 
folft: 1 0 - (.I-,, -- ,s,)ii ~~-. inf(i so ~- g ) : g E Gi -_ inf{ : 0 g’ : g’ .z G’;, 
d.h. s,, --- g,, ist aus P,;,(O). Daraus folgt schiiefilich fiir alle 0 u I : 
f/(.Y,, g,r) :- ( 1 - n,J;.,(O) : 
4.b .- so) L (1 - (I)(.\-,, ./it-\.,l)) 
t/(0, G’) I- L/(X,, . G). d.h. .\‘,, (r/g,, (I -- f/,f;.(sl,,. -.- Cl(.\.() , G), 
d.11. [g,, . f,,( r,,j] ,‘; S(.Y,, . tl(.~,, . a). 
Damit iat gezei,ot: [g.,f;;(.\-)] 5 S(X, d(s, G)) fiir alie x E E:G und alle g E P,,(.Y). 
Trivialerweise gilt: [ ,q,,f;;(~)] C S(s, l/(.\-, G)) fiir alle .Y E G und alle g c P,(.Y). 
Also gilt schliefilich: [g,f;,(.C)] C .‘?(.I-, r/(.~. G)) fiir alle .Y E E und alle ,y c P,.(.Y). 
Damit ist Satz 3 bewiesen. 
Aus Satz j ergibt sich schliefilich folfendes Korollar: 
5cl~x~i.c. Das Korollar folgt unmittelbar RUS Satz 3 und der Fisenschaft 
strikt konvexer normierter Rgume. 
Wir haben also gezeigt, da8 in einem strikt konvexen Raum hei prosi- 
mlnaler, nicht tschebyschefft,cher Basismenge. und dies isl dcr einzi& wichtife 
Fall fiir Schnittproblemc. kein stetiger Schnitl l‘iir dl ‘e metrischc Pro.iektion 
existiert. Damit haben wir der Nichtexistenz;lussale VOII Lazal- VI I//. in [16] 
im Raum L, bei nichtntomarem Maf3raum und erldlich-diluensionalel 
Basismcnge Libel- stetige Schnitte fiir P,, insbesondcre tine Nichtexistcn- 
zauhsage fiir die LA’-RBume (I c.: p C, ^/I.). ebenso wie etlva fiir Hilbertriiume 
hinzugcfiift. 
Um ein weiteres Korollar f’ormuiieren 7u kiinncn, beniitigcn \‘;ir die 
lidfcnclcn BegrifYc: 
5. DLFINI’IIOK. (I) Ein normierter Raum E heil3t ghtt yenau dann. \\~IIII 
fiir allc .\- au\ /J: mit .Y I genau ein ,faus E’ existiert mit ,f l und 
j‘(s) I. 
Sei E ein metrischer Raum und G eine nicht leere Teilmenge von E. 
(2) G heifit tJy~,o.~iJ~~alir.-/;[JJJJ~~kt genau dann, wenn fiir alle s aus E 
und allc ~olgen (g,,) in G, falls c~(.Y , g,,) gegen L/(X, G) konvergiert, ein g aus G 
und eine Teilfolge (,q,,,) von (a,!) existiert, die pegen ,g konvergiert. 
(3) G hei& h~,sc.hliirrk~-iiorlrpaiit. falls fiir alle s aus ~5 und nlle r 0 
die Menge K’(.Y, 1.) n G relativ-kompakt ist. (Hierbei sei K’(.Y, r) analog 
Definition 7- fiir melrische R&me definiert.) 
Es I,,t bekannt, da13 jeder endlich-dimensionale Teilvektorraum eines 
normierten Raumes und jede kompakte, sowie jede beschrlnktkompakte. 
abgeschlo\cene Teilmenge eine, metrischen Raumes approximativ-kompakt 
ist und daH die metrische Projektion bei einer approximativ-kompakten 
Rasismen~e im l‘schebysche~-‘r-Full stetig ist. AuBerdem ist jede approximativ- 
kompaktc Basismenge proximinal (siehe Singer [21]). 
Nach diescn Vorbereitungcn erhalten wir nun folgendes Koroliar: 
fhi.f,i.\, Da> Korollar folgt aut, Korollar 4, cinem Satr eon Vlaso~ 
(Singer (?.I]. ‘Theorem 2.2. S. 368) und der bekannten i\uusage, daL? in einem 
strikt Aonvexcn RELIST jede konvexe Menge semitschebyscheff ist. 
Rro<ow\l\i und Deutsch bewiesen in [6] Korollar 4 und Korollar 6 fiir die 
Inner-Radial-Cinterhalbsteticrkeit van I’,, anstelle der Existenz eines stetigen 
Schnittes fiir P,, , was eine verschBrfte Form van Aussugen in Blatter cd NI. [5] 
darstellt. -41s n%chstes beweisen wir eine Nichtexistenzaussage fiir stetige 
Schnitte mit der NulleigenachaTt. der Sepriff wird spater definiert. fiir die 
metricche Projektion im Raum C(X). Mit C(X) bezeichnen wir den Raum der 
stetigen, reellwertigen Funktionen auf .Y. wobei .Y ein kompakter Haus- 
dorffraum hei. Fiir einfaus C(X) und einen proximinalen Teilvektorraum G 
von C(X) \ei Z(P,.( .f)) : {.I- CT X: x(.\-) 0 fiir alle g aus P(,( f’):. ZunSchst 
bendtigen \vir die folgende Definition: 
7. D~.I,I\I IIOY. Sci E ein normierter Raum, (I eine proximinale 1 cilmengc 
von F und ,f,, : E + G ein Schnitt fiir PC:: E + 2”. Wir sagen. der Schnitt ,f;, 
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besitzt die Nulleigenschuft genau dann, wenn f;;(s) ~~~ 0 ist fiir aiie .Y aus 
P-l(O). wobei PC1(0) := {s E E: 0 E PC(x)) sei. 
8. Bcmerkw~g. Die Nulleigenschaft stellt in gewiaser Weise eine natiirliche 
Bedingunp an den Schnitt dar, insofern als man bei cxpliziter Angabe der 
Auswahl des Schnittelements gerade dann diese Eigenschaft erh811, wenn 
man. was naheliegt, fiir alle s aus E definiert:f,(r) sei aus P&Y) so g.ewshlt, 
daR i,f(,(.x-)~i _ inf{’ g 1; : g E P&r)) ist. 
Man vergleiche etwa die Beweise zu Theorem 4 [8] und Theorem 2. I 
(Lazar CT al. [ 161). 
Unter Verwendung einiger Lemmas auS Blatter ct cl/. [5] beweisen wir nun 
den folgenden Satz: 
Bcrcris. Angenommen, es existiert ein h aus P;‘(O), so daB Z(P,(/l)) nicht 
offen ist. Ohne Beschrsnkung der Allgemeinheit k6nnen wir annehmen, daB 
; h -p 1 sei. Dann existiert, da , P,;(h) endlich-dimensional ist. ein p aus 
P<;(h) und ein II’ aus Rd(Z(P,(h)), so dal3 fiir alle U aus f,‘(n,) ein J‘ ;LLIS L' 
existiert mit p(~.) :, 0 und hot’) 1.: 0. 
/l(y) kann als echt griil3er Null angenommen werden. da man nGti!genfalls 
h durch h p ersetzen kann, denn es gilt: 0, --p ist aus P,;(h -~~ p) und 
(/I p)(~) map h(lL.) 0 ~~ /T(M.) und .Z( P,(h -~~ p)) _- Z(P,,(h)). 
Wir beweisen nun den Satz unter Verwendung tier Lemmas 3 bis 8 zu 
Theorem 2 in Blatter rf ul. [.5]. Aus Lemma 3 folgt: 
(1) Es existiert ein I 0 und ein q aus P,;(/7), so daR fiir alle t aus 
Pc,(h) ein L’aus ti(~j) existiert mit: 1st t . y auf U, dann folgt i t , I’. 
Aufierdem existiert eine Funktion h’ aus E mit den folgenden Eigen- 
schaften: 
(2) /z’(IL’) --_ 1 und /7' m-1 und 0, q ist aus P,(h’). 
Dies folgt aus Lemma 4. Aus Lemma 5 folgt: 
(3) Fiir afle k aus P,(h’) mit j’ k : -.; z ist /( aus PC,(h). Es existiert 
weiter fiir alle n aus N eine Funktion qn mit den Eigenschaften: 
(4) Fiir alle n ‘;: 2 und alle p aus P,,(q,,) existiert ein (i aus [‘(\r) mit 
I’ ’ (I auf L’. 
Dies folgt aus Lemma 6. Aus Lemma 7 folgt: 
(5) (y,,) konvergiert gegen h’. 
Aus Lemma 8 folgt: 
(6) Fiir alle n aus F+I und alle k aus P,;(qll) mit ( k ; : :_ !: ist k auf Pc(h’). 
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Nun folgt der Rest des Beweises: SeiJ;; der nach Voraussetzung existierende 
stetige Schnitt fiir PC; ~ dann folgt aus (5), daB (qn) gegen i7’ konvergiert und 
daraus, dal?~ (fG(qil)) gegenf&‘) k onvergiert. Aus (2) folgt, dal3 11’ aus P,l(O) 
ist und daraus nach Voraussetzung der Nulleigenschaft des Schnittes, daD 
f<;(l7’) gleich 0 ist. Also konvergiert (f(,(q,,)) gegen 0. Daraus folgt, dal3 es ein 
H,~ , 2 gibt mit &,(y,,,J I .’ i und ,‘f(,(q,~ -i 1’. 
Aus (6) folgt. da A.&,,) aus P&T,,) und ‘.Mq,,)i i ist, darj&q, ) aus ,I 
P,;(F) isl. 
Aus (3) folgt. da f;,(q,,,i) aus P,,(l7’) und : fc,(yl,,,) i ist, da8 ,fi;)cl,l,I) aus 
P,;(k) isr. 
Aus (4) foigt, da fi;(q,,,,) aus PC,(q,,,) und H,, ‘: 2 id, da13 ein I: aus L(II.) 
existiert mit,fi,(q,J q auf c/‘. Schliefllich folgt au5 ( 1 ). da CY ein I,. aus U(U-) 
gibt mit .h;&Q y auf L’ und da f;,(q,,,,) aus 1’,(/~) ist, dan i,f;;(q,,,f r is1. 
Dies ist ein Widerspruch ZLI ‘I,~.(LI,,~,)! . . . I’. Damit ist Sate 9 bewiesen. 
Aus Sntz 9 ergibt sich nun die angekiindigte Nichtcxistenraussage t‘iil 
stetigc Schniue der metrischen Projektion in C( .V): 
(I ) Line mengenwertige Abbildung F : E ---+ 2” IleiBt obcr-bulb-st0ti.q 
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genau dam, wenn (x E E: F(x) n G’ f c:: abgeschlossen ist fiir alle ab- 
geschlossenen Teilmengen G’ von G. 
(2) Eine mengenwertige Abbildung F: E + 2c heif3t unterhalb-stetig 
genau dann, wenn {x E E: F(x) n G’ +: ,3;7) offen ist fiir alle offenen Teii- 
mengen G’ von G. 
Nach Einfiihrung dieser Begriffe sei erwghnt, da0 Blatter et a,! in [5] 
Satz 9 unter der Voraussetzung bewiesen haben, da13 P,: E -+ 2G unterhalb- 
stetig sei, anstelle der Existenz eines stetigen Schnittes fiir P,: E + 2G mit 
der Nulleigenschaft. 
Unter Verwendung des bekannten Schnittsatzes von Michael (siehe 
Michael [IS], Theorem 3.2”, S. 364) und Satz 9 erhalten wir nun die folgende 
Aussage: 
12. SATZ. Sei E = C(X), It’obei X ein kompakter Nausdor~iaum ist. G t,itz 
pro.\-iminalu Teilwktorraum ~‘011 E, ;PJf )> endlich-dimm.sio,l(rl fiir ~llc j’nu,v 
E otrtl sei PC;: E --j 2 G oberhalb-stctig, dorm gilt: 
( I) Foils PC, wlterhnlb-strtig i,rt, e.uistierf ritz stctigw Schnitt,fcs ,fiir P, . 
(2) Fulls ein strtigcr Sch/litt ,f(; fijr P,; mit dcr N~lllc~i~~c~tlst~lluftft csi.rtiert. 
ist P,, llntcrhulb-stctig. 
Bcii,c*i.t. (I) folgt sofort aus dem oben erwghnten Schnittsatz von Michael. 
(2) Folgt ebenfalls unmittelbar aus Satz 9 und Theorem 2 in Biatter et 
id. [S]. 
Wit Singer [21] in Theorem 3.1, S. 386 bewiesen hat, ist P,, oberhalb- 
stetig, falls G approximativ-kompakt, also insbesondere, falls G ein endlich- 
dimcnsionaler Teilvektorraum ist. 
13. Bemrrkzmg. Aus Michaels Schnittsatz folgt unter gewissen Voraus- 
setzungen aus der Unterhalb-Stetigkeit der metrischcn Projektion die 
Existenz eines stetigen Schnittes fiir die metrische Projektion. Die 
limkehrung ist im allgemeinen jedoch nicht richtig (siehe Lazar et al. [ 161, 
S. 198). Satz 12 zeigt jedoch, da0 dies in bestimmten FBllen gilt, falls cc sich 
um einen Schnitt mit der Nulleigenschaft hsndelt. 
Als n%chstes untersuchen wir stetige Schnitte rnit der Nullcigenschaft fiir 
die metrische Projektion im Raum L, bei beliebigem a-endlichen Ma&aum. 
Wie bereits erwghnt, bewiesen Lazar et nl. eine Nichtexistenzauss;3ge fii~ 
stetige Schnitte der metrischen Projektion im Raum L, bei nichtatomarem 
MalJraum und endlich-dirnensionaler Basismenge. Es stelit sich das Problem. 
ob man ahnliche Nichtexistenzaussagen beweisen kann, falls man die Be- 
dinpung, dafi der MaDraum nichtatomar ist, fallen l%t. 
Zunaichst benatigen wir die folgenden Begriffe: Sei (,I’, S, CI) tin a-endlicher 
Maijraum mit positivem Man II. Unter L,(X, S, 10 verstehen wir den Raum 
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aller reellen u-integrierbaren Funktionen auf X, wobei zwei Funktionen ;I]\ 
identisch betrachtet werden, falls sie sich nur auf einer Nullmenge unter- 
scheiden. L,(X, S, II) sei versehen mit der iiblichen Norm: f : -_ { .I‘, du 
(f’ aus t,(X, S, ~0). Unter L,(X, S, u) verstehen wir den Kaum aller reellen 
mefibaren, l/-faLt iiberall beschrankten Funktionen auf X, wobei ebenfails 
zwei Funktionen als identisch betrachtet werden, falls sie sich nur auf einet 
N’ullmenge unterscheiden. L,(X, S, u) sei ebenfalls versehen mit der iiblichen 
Norm: 1 f :m- sup{,f(x)i : .Y E X,N,j, wobei N, die Nullmenge ist. aufJerhalb 
der f beschrtinkt ist. 
Im folgenden identifizieren wir stets den stetigen Dualraum von &(A’, S, ii) 
mit L,,(,X, S, 0). 
Eine Menge aus S heiBt Afom genau dann, wenn 0 K, u(A) .._ 7,‘ ist und fiir 
alle B aus S mit B !I A gilt: u(B) =-- 0 oder z/(B) 7 u(A). 
Sei X eine Menge und f eine reelle Funktion auf X. Dann versLehen wir 
unter supp(f) die Menge (X E X:J(s) :;’ O:, unter Z(.f) die Menge {s E ,I’: 
f(~) 0) und, falls f beschrHnkt ist, unter S(f) die Menge {s t X: j (.\-‘)~ . 
sup;iJ‘(l’) : ~‘6: .Ujj. Die obigen Mengen treten in Zusammenhang mit 
L,(X. S. u) und L,(X, S, u) auf und werden stets modulo Nullmengen inter- 
pretiert. 
Sei E ein normierter Raum und G ein Teilvektorraum van I:. Dann 
verstehen wir unter G ’ die Menge (J’r E’: f{g) ~: 0 fiir alle g F G; 
Notwendige Bedingungen fiir stetige Schnitte der metrischen Projektion 
sind bekannt in Zusammenhang mit C‘harakterisierungen solcher Schnitte 
fiir eindimensionale R%ume als Basismenge in C(X) bzw. I, (siehe Lazar 
et al. [16] und Lazar [I 51). Wir geben eine notwendige Bedingung fiir stetige 
Schnitte der metrischen Projektion mit der Kulleigenschaft im Raum L, bei 
ebenfalls eindimensionaler Basismenge. Daraus folgt ein Korollar. das eine 
Nichtexistenzaussage fiir stetigc Schnitte der metrischen Projektion mit der 
Nulleigenschaft im Raum L, darstellt. 
14. SATZ. &i ET i-,(x, s, Id). wohei (x: s. u) tin a-cndiid7er ,Mn~ruut71 
sei, und G tin cit~dirtlPn.sionaler Teilrrktorraum wn E, dh. G = (go ,fiir eirr 
g, CIUS G. Es exi~tiere ein stetiger S&t& f(, : E + G .fiir P, : E + 2(!’ tnit det 
Nulleigetwchaft. Dmn esistiert kein f uus G - tnit j f , =- 1, .so daJ S(f) ‘1 Z( g,,) 
und supp( g,,) nichr Vereinigung endlich vielcr Atotne isf. 
L3ebt.ci.r. Angenommen, es existiert ein ,[ aus G mit S(f) Cc %( g,J und 
1I.f -=: 1 und supp(>q,,) ist nicht die Vereinigung endlich vieler Atomt. Wir 
zeigen, dal3 kein stetiger Schnitt,f,, fiir P,; mit der Nulleigenschaft existiert. 
Da supp(g,,) nicht die Vereinigung endlich vieler Atome ist, exictiert eine 
F’olge von Mengen (I?,,,) mit den folgenden Eigenschaften: Fiir alle 1~7 aus % 
is1 E,,, aus s, u(E,,,) 0, t;,, lz supp(g,J. ,[y,, besitzt konstantes Vorzeichen 
auf E,,, und auOerdem konvergiert die Folge (In)) gegen Null. Erbetzt man 
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notfalls go duch -g, und nimmt lediglich eine Teilfolge van (E,,), so kann 
man ohne Beschrlnkung der Allgemeinheit annehmen, dalJf& < 0 auf E,,, 
ist fiir alle n7 aus N. 
Wir definieren nun die foigenden Funktionen aus E L,(x’, S, N): 
I! : -,fi g, auf X’,S(f’) und 
II,,, :~- h auf X:E,,, und 
A,,, : ~~~ II auf XIF,,, und 
I? : =-= 0 auf S(f). 
II,,, : 7. 0 auf E,,, (m au> N), 
k,,, ::- g, auf E,,, (NI aus N). 
Dann gilt, ~CZ (u(E,,,)) gegen Null konvergiert, dal3 sowohl die Folge (h,,,) als 
such die Folge (I?,,!) gegen h konvergiert. Wir zeigen nun die beiden folgenden 
Behauptungen: 
Bdmuptung 1. 0 ist aus P,(h,,,) fiir alle nz aus N. 
Behnuptw~g 2. P,,(k,,) CI (g E G: ~ g i < ~ g,, ,j ::= ; fiir alle TV aus N. 
Daraus folgt dann, da8 kein stetiger Schnittf,, fiir PC, mit der Nulleigenschaft 
existierf. 
Denn angenommen, es existiert solch ein Schnitt fG , dann ist f&/7,,) 0 
iiir aile uz aus N, da 0 aus P&h,,,) ist fiir aile m aus N, und daraus folgt, da 
.fG stetig ist, daDf,(h) = 0 sein mu& Andererseits folgt 1 fG(li,,l), : ‘; g(, ‘1 fiir 
alle VI BUS hJ, da P,(k,,J n {g E G: im g < Jo g, ;‘) : ~7 ist fi.ir alle WI aus N, 
woraus folgt, dafi die Folge (f,(k,,,)) nicht gegenf,(lr) ~-- 0 konvergiert. Dies 
ist ein Widerspruch. Wir geben nun den Beweis von Behauptung I: Wir 
zeigen, da0 h,, aus E\G undf(h,,J :-- :, h,,, j, ist fiir alle H? aus N. 
Aus Singer [21], Satz I. I. S. 18 folgt dann, dal3 0 aus P,,(h,,,) ist ftir alle PZ 
aus x. 
Sei nun 117 aus PJ, dann gilt: 
Denn wir kiinnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dafl 
u({E,,: II $ nz)\E,,,) >. 0 ist. Aus der obigen Gleichung ergibt sich, da f aus G 
ist, darj h,,, aus E\C ist. 
Weiter gilt: 
Damit ist f(/7,J == 1 h,,, .i . 
Damit ist Behauptung I bewiesen. 
208 GUNTHER NURNBERGER 
Wir geben nun den Beweis von Behauptung 2: Zunkhst zeigen wir, da13 
g, aus P,(k,,,) ist fiir alle m aus N. Dazu zeigen wir, dal) k,,, aus E\G’ und 
J(k,,, -- s,,) 1, k,,, - g,, pi ist fiir alle nz aus N. Satz 1.1, S. 18 in Singer [21] 
liefert dann das Gewiinschte. 
Sei nun TY-E aus N, dann gilt: 
i 2 g,, ; l/L1 0. . LJL5,; n ,,>I ‘,E,., 
Dies gilt, da s(f) C Z(g,,) undf;S, K 0 auf allen E,,, ist. Daraus folgt, dafaus 
G’- ist, dal3 k,,, aus Ej,c ist. 
Weiter gilt: 
Dies gilt, da Stf‘) C Z( s,,) is: 
Dies gilt, da S’(j) 51 Z(y,) ist. Damit el-gibt sich: J(F:,,, -- y,,) ii :/, - ,y,, : . 
Sei nun 177 aus N und *y ~LIS G mit g -: i ,y,, : , d.h. ,y ox,, fiir tin l: mit 
0 : (4 i -’ I, dann gi!t: 
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Weiter gilt: 
Da f,& --: 0 auf E,,, und 0 ’ / u j < 1 ist, ergibt sich, da0 ’ k,,, - g,, ,-I 
h-,,, .-~~ x ist. Daraus folgt schlieDich: P,(k,,,) n (r c G: g C: go “I = 
Damit it Satz 14 beiviesen. 
2. BOREL-MESSBARE SCHNITTE FGR DIE METRISCHE PROJCKTION 
Da stetige Schnitte fiir die metrische Projektion nur unter starken l’oraus- 
sctzungen zu erhalten sind und in manchen Rillen, wie wir in Abschnitt 1 
gesehen haben, iiberhaupt nicht existieren, stellt sich das Problem, ob 
Beret-m&bare Schnitte unter schwticheren Bedingungen existieren. 
Wit \cir u.a. zeigen, geniigen schwache Kompaktheitseigcnschaftl-n der 
Basismenge G fiir die Existenz Borel-menbarer Schnitte fiir P,; 
Diese Ergebnisse erhalt man durch Anwendung zweier allgemeiner Sstze 
uber mefibare Schnitte von Himmelberg und van Vleck [I?] (siehe Satz 2 
und 3). 
Zuniichct ben6tigen wir die folgende Definition: 
I. DITINITION. (I) Sei E eine Menge mit a-Algebra S,: und G eine iblenge 
mit D-Algebra S,, . dann heiDt eine Abbildung $ E --+ G (S! . S,,)-I~JP&~~ 
genau dann, wenn ./ m’(G’) aus S1 ist fiir alle G’ aus S,, 
(2) Sei E tin topologischer Raum, dann bezeichnen \\ir 1111~ B,. c11c 
van den abgeschlossenen Mengen in E crzeugtc (J-Algebra und nennen \ic die 
Familie der Bo~eir,~cngnl in E. 
(3) Seien L und G topologische RBume. dann heiBt einc Abbildung 
,f: c‘ - l G BOIYJ/-~IP&~Y genau dann, wenn/(B,. . II,,)-meRbar ist. 
Nun formulieren wir die beiden oben erwshnten Schni!rc,Btrc van 
Hjmmelberg und van Vlech (siehe Theorems 5 und 3 in [12]): 
Be\,or wir den crsten Satz iiber Borel-mel?bare Schnitte t’iir die mctrische 
Projektion beweisen, bemerken wir. da13 P,,(s) abgeschlossen (bzw. konvex) 
ist fiir alle .Y aus E, falls G abgeschlossen (bzw. konvex) ist (siehe Singer [21 I). 
Beweis. Da G approximativ-kompakt ist, ist G proximinal und ab- 
geschlossen (siehe Singer [21], Theorem 2.1, S.382). Wir zeigen nun. da13 
P<,(X) kompakt, also insbesondere vollst8ndig ist fiir alle .Y aus E. Eei .I- aus /I 
gegeben. Dann ist PJ.u) abgeschlossen, da G abgeschlossen ist. AuRerdem 
ist PC,(x) folgenkompakt, denn es gilt: Sei (g7,) C PJ.u), dann i,t 
d(.u, g,,) -.=- d(s, Gj und daraus folgt. da G approximativ-kompakt ist: cs 
existiert ein g aus G und eine Teilfolge (,y,i,,) von (,g,,). w&he gegen g kon- 
vergiert. 
Damit haben wir die Kompaktheii van P,,(.u) gezeigt. Aus Theorem 3. i 
(Singer [21]) folgt, da G approximativ-kompakt ist. da15 (s E- 1:: PC,<.\-) i-1 
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G’ i abgeschlossen, also insbesondere aus B,; ist fur alle sbgeschlossenen 
Teilmengen G’ von G. 
Wendet man nun Satz 2 an und beachtet, dab G separabel ist, so gilt: es 
existiert ein Schnittf,, fur P, mit der Eigenschaft: f -l(G’) ist aus B, fur alle 
abgeschlossenen Teilmengen G’ von G. Da die abgeschlossenen Mengen in G 
die o-Algebra B,, erzeugen, gilt schlieBlich: j’- ‘(G’) ist aus B,. fur alle G’ aus 
B, , d.h.,f, ist BoreLmel3bar. 
Damit ist Satz 4 bewiesen. 
5. SAT/. Sei E ein nornziertrr Rawn, G ein .separubler. pro.rinlinah~r 
Tcilr.rk torrmnl ran E rmd P,: E - 2(; oberholb-stctig. Dam c.ri.stiert tin 
Bowl-@bows Schnitt,j;,: E + Gfiir PC, : E -~+ 2”. 
BCliYi\. .4us Singer [22], Theorem I folgt, da G ein proximinaler Teil- 
vektorraum und PC; oberhalb-stetig ist, dab P,(x) kompakt, also insbesondere 
vollstandig ist fur alle .V aus E. Da PG oberhalb-stetig ist, ist {.\- E E: P,;(x) n 
G’ ‘. ] abgeschlossen, also insbesondere aus B, fur alle abgeschlossenen 
Teilmengen G’ van G. 
Wendet man nun Satz 2 an und beachtet, dab G separabel ist, so folgt 
analog wie in Satz 4, dab ein Borel-menbarer Schnitt,f;; fur P,; existiert. 
Damit ist Satz 5 bewiesen. 
Als Korollar ZLI Satz 5 erhalten wir: 
Bc~r ci.c. Das Korollar folgt aus Theorem 2 in Morris [ 191, in dem gezeigt 
wir, dab fiir einen proximinalen Teilvektorraum G eines normierten Raumes 
L aus der Beschrankt-Kompaktheit von P;‘(O) die Dberhalb-Stetigkeit von 
f’<, folgt. und Satr 5. 
Fur den nachsten Satz benotigen wir die folgende Definition: 
7. Dt t1~1TlO~. Sei G ein topologischer Raum, dann bezeichnen wir mit 
KC, den [‘on den kompakten Mengen in G erzeugten (r-Ring. 
Bcl~~i.s. Aus der Proximinalitat von G folgt, dab G abgeschlossen ist und 
daraus. dafi P(,(.u) abgeschiossen ist fiir alle x aus E. 
Wir reigen nun, dab {x E LC: P<,(s) n G’ ,I .:j abgeschlossen, also ins- 
besondere ~LIS B, ist fur alle kompakten Teilmengen G’ v’on G. 
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Sei namlich G’ L G kompakt und M : : ;,Y t E: P,(s) n G’ I j. Sci 
wciter .\- aus I-.‘ und (x,~) eine Folge in M, die gegen x konvergiert. Dann 
existiert eine Folge (g,:) in G mit g, L. c~ P, (.u,,) n G’ fiir alle n E V. Da G’ , 
kompakt ist, gilt: es existiert tin g,, aus G’ und eine Teilfoige (K,~,~) von ( F,,)~ 
die gegen g,, konvergiert. Wir zeigen: g,, ict aus P,(s), denn es gilt: 
t/(x. Ci) 4 1’. :A,) d.?. ‘y,,,,) 4 St,,, . .:‘,,I 
(if 1. .Y,,, I t/c :,, g,,;) 4 S,‘,, Ah) 
d(.\‘, .v,,,, ) ti( \,, . 6) 4 R,, . ::,I) 
_7:/( .\-. .v,ti 1 tit.\-. (I! d( (J h H) . ,:I() ) 
Da (I,,,,) gegen .Y und ( g,,,) gegen g,, konvergier-1, tblgt d(.v. g,,j d.Y, (I’) untl 
daraus. da g,, t G’ i,- G ist, da0 g, aus P(,(.u) ist. Daraus folgt P(,(.u) PI G’ j’ 
d.h. s ist aus M. Wendet man nun Satz 3 an und beachtet, da0 G sepalabel ist, 
so gilt: es existiert ein Schnitt ,f(, fiir I’,, mit der Eigenschaft: jL’(G’) ist aus 
B,, fiir alle kompakten Teilmengen G’ van G. Daraus folgt, da die kompakten 
Mengen in G den n-Ring k’,, erzcugen, daOf,,‘(G’) aus B,, icl i‘iir Ale G’ :~LI\ 
K,, Damit istJ;;(B, , k’,,)-meObar und Satz 8 bewiescn. 
Aus Satz 8 ergibt sich folgendes Kornllar: 
Bcll,cJi.\. Da G ci-kompakt ijt. folgt B,> h,, Aus Satz 7 folgt dann die 
Existenz tines (B,, , &)-meMbar-en Schnittes A,: E + G fiir P,,: /:’ p 2;‘. &I\ 
heiBt aber gerade. daB,f,, Borel-mefibar ist. 
Damit ict Korollar 8 bewiesen. 
Wit wir yehehen haben, cxistieren BoreI-menbare Schnittc fiir P,, bcrerts 
bei schwachen Motnpaktheitsei~ens~~i~~ftcn dcr Basismenge G. I Y \t:llt <ich 
somit die Frape, welche Schnitteigenscll~tftcn P, besitrt. I’:tli~ keincrlei 
Kompaktheitsforderungen an G pestellt werden. Wir beweiscn drei aligemcine 
SchnittstitLc. die . angewandt auf die metrischc Projcktion. ~eigen. d:~l!, bei 
proximin:llem Teilvektorraum G tin yLl~c\i-additivcr. bzM. oin I:omogener 
Schnitt existiercn und bei einem proximinalen Kegcl G mit Scheirel in 0 tin 
p”sitiL-homogenel. Schnitt existiert. Die Hormyenitiit und Quasi4dditiviCit 
gehen bci Kcgeln verloren. 
Dazu gcben \vir folfende Definitionen: 
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I, DEFINITION. Seien E und G Vektorrgume i.iber [w bzw. C:, sowie F und 
F’ mengenwertige Abbildungen von E in 2”. 
(I) F heiljt homogcw (bzw. positic-homogelz), fails F(crx) 7 nF(s) ist fiir 
alle .Y aus E und alle n aus W bzw. @ (bzw. n X 0). 
(2) Sei nun G zusgtzlich ein Teilvektorraum van E. F heil3t r/ua.ri- 
nr/diIir, falls F(.u -L g) ~~~ F(Y) F( 5) ist fiir alle x aus E und alle ,q aus G. 
(3) F heil3t quasi-lineur, falls F homogen und quasi-additiv ist. 
Fiir punktwertige Abbildungen ,f von t: in G gelten die Definitionen (1) 
bis (3) analog. 
(4) Sei nun G eine Teilmenge des Vektorraumes E. Dann hei& G 
Fi~~?lrwlitrl?e/z~~c~ r-011 F genau dann, went1 F( 9) 2 { ,cj ist fiir alle g aus G. 
Im folgenden stehe K fiir R oder C. 
Bc1l.ci.v. (I) Wir definieren eine wohlbekannte Aquivalenzrelation: I% 
s. 1’ aus E sei s X’J’ genau dann. wenn .Y ~~ 1’ aus G ist. 
(2) Den Schnitt f definieren wir folgendermaBen: Sei A eine IV- 
aquivalenzklasse in E. Wir wahlen einen beliebigen Repr%sentanten .x aus A 
und auRerdem ein beliebiges Element R,, aus F(x). Dann definieren wir: 
f(s) : ~~ g, . Jedes y aus A hat eine Darstellung -y - x f- ,y fiir ein g aus G. 
Fiir ,t’ delinieren wir f(y) : j(x) -!- R. .f ist wohldefiniert, da w ein: Zer- 
legung von E in disjunkte ;iquivalenzklaasen bewirkt. 
(3) ,fist ein Schnitt fiir F, denn es gilt: Sri ~1 aus A mit der Darstellung 
!‘ .\- gf g 5 G). Dann ist f( 1,) x .f(r) + g C= F(u) ; ,y FLY) F.(g) 
F(.Y g) z F(J). 
c-1) j’i\t quasi-additib, dent1 es gilt: Sei J’ aus II und g’ XLIS G'. Dann 
liegt .L’ in genau einer Iiquivalenzklasse A mit wie in (2) gewghltetn Rep&en- 
tanten .Y. d.h. J’ s I s fiir ein g aus G. Dann gilr:f(.ts f <q’) ./‘(.r ,q 
g’,I .if.d g ,$ .f(.r ;- g) -1 g’ .I( ,I,) g’ j‘(ri j f (.ir’). 
Damil ist Sate 2 bewiesen. 
Wir hemerken, daf3 es in Satz 2 gentigt. wie man sofore aus dem fJeweis 
ersieht. zu fordern. da0 F(.Y) ~-- F(g) C F(.t. L g) ist fUr alle .Y au\ E und alle 
g atts G. 
Wit- wenden nun Satz 2 auf die metrische Pro,jektion an: 
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Bm~tYs. Wir zeigen. dall P,, quasi-additiv ist: 
Seien .Y au\ E und g aus G. Sei go aus P(,(.Y _~ g), so folgt: .I - (g,, ,YJ 
I (.r ~- g)-~ ,y,, inf{i (s g) g’ ,: g’ ::’ G; inf(’ .Y g’ : g’ z GI. Daraub 
folgt : g,, go P,,(.r), d.h. p,, E P<;(X) I- {,y; P<.(.Y) P,,( x). Sei anderer- 
seits gi, au) P,,(.u) .~ P,,(g) P,,(.Y) ix:. so folgt: ga ,q E P,,(.v), d.11. 
(.\- ‘- <Y) -.‘=,, .: i .r - (g,, -- ‘y) iilfj’ .\- g’ : ,$’ 7 G inf; (.l- ,S) 
- <Z’ : g’ E G;. Also ist go aus P(,(s .Z). 
DaB G Fixpunktmenge von P,, ist folgt unmittelbar US der Definition 
der metrischen Projektion. Satz 2 liefert nun die Behauptung. 
Damit ist Korollar 3 bewiesen. 
Bmw’.s (I) Wir detinieren fiir .Y, >’ F E: .I- TJ’ genau dann. wenn .I- L’!’ 
fir ein (I E FO (U 0). Y definiert eine Aquivalenzrelation auf E, denn es gilt: 
1 t K und (.Y r/y genau dann, wenn ,I‘ 7 (l/n) s) und (aus .Y Uj’, 1’ hz 
folgt .r lib: ) 
(2) Den Schnitt .f‘ definieren wir fnlgenderma0en: Sei A eine A-#qui- 
valenzklashe in E. Wir wlhlen einen beliebigen Reprgcentanten .I- ~LIS A und 
ein beliebiges Element gtr aus F(.\-). Dann definieren wir: ,f(s) : g,, Sei nun 
J' aus A. &Inn gilt: J‘ - US fir ein n E K (N :/ 0). Wir definieren: /‘( .I’) : 
~!f(s). Da 0 RUS F(0) ist nach Voraussetzung, definieren wir: ,f(O) : 0. 
,f’: E + G ist wohldefiniert, da w eine Zerlegung van E in disjunkte Aqui- 
valenzklassen bewirkt. 
(3) /‘ist tin Schnitt fiir F, denn es gilt: Sei I’ aus .-l wie in (2) mit dcr 
Darstellunf ,I’ u.r fiir ein N 1; K (N .’ 0). Dann ist f’( .I’) uf(.r) 5 f/f-(Y) 
F(N) F( .I,). AuDerdem istj’(O) 0 E F(0). 
(4) f’ist homogen, denn es gilt: (a) Sei 1’ t E und N’ .m ii0 (0’ 1 0). Dann 
liegt J’ in genau ciner ;iquivalenzklasse A mit wie in (2) gewghltem Rep&en- 
tanten Y. ci.11. J‘ NS fiir ein n E Dd (0 I- 0). Daraus folgt:,f(cr’j,) .f(~o’ I-) 
O’l!f(.\.) ,/:I to.\-! u’f( 1,). (b) Dcr Fall I’ E LT. U’ 0 ist trivial. 
Damit ist Satz 4 bewiesen. 
Auch in Satz 4 genii&t es zu fordern. da0 rrF(.~) C: F(cl.~) ist fiir alle .Y aus C 
und alle 0 au5 K. 
Wir wenden nun Satz 4 auf die metrische Projektion an: 
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BeH.ei.5,. Wir zeigen, da13 P, homogen ist. Der Fall .Y aus E und N = 0 ist 
trivial. Seien daher x aus E und a E K (a =/ 0). Sei g,, aus P,,(ax-), .FO gilt: 
0 ~’ .Y - (l/a) g, 11 m= ;~ ax -- go (, = inf{l’ U.Y - g II : g E G] : I u inf{; .v ~~~ 
g I/ : g E Gj, d.h. (l/n) g, ist aus PC,(x), also ist g, aus LIP~(.‘c). Sei andererseits 
g,, aus aP,(x), dann gilt: j l/n 1 ,[ Q-X -- go 1 =-: 1’ s ~-- (I/cJ) g,, i =-z inf{i’ s ~~ 
w ,i : g E GJ a = 1 l/a / inf{:i as - g ) : p t GI. d.h. go ist aus P,;(u.u). Satz 4 
liefert nun die Behauptung. 
Damit ist Korollar 5 bewiesen. 
6. KATZ. Seien E und G bcliebige Keg& mit Schritel in 0, ~rvfche in K- 
Vek torrtiumen liegen, und F: E + 2” eine posit&homogene mc~ggmlu~t~rtig~~ 
Abbifdung. Dunn existiert ein positic-homogener Schnitt ,f: E --f G ,fiir F: 
E p-f 2”. 
Brltvis. W’ir definieren fiir s, y aus L‘: .Y -J’ genau dann, wenn .I: rl~’ 
fiir ein CI E [M ((I ;, 0) ist. N defmiert eine Aquivalenzr-elation auf E, denn es 
gilt: 1 ‘; 0 und (X = uy genau dann, wenn y -- (l/n) .Y ist) und (aus x - (I!‘, 
?’ h= folgt .r - : abz). Der Rest des Beweises folgt nun analog dem von 
Satz 4. Damit ist Satz 6 bewiesen. 
In Satz 7 geniigt es wiederum zu fordern, da13 &(.I-) (I F(ax) ist fiir alie .Y 
aus E und alle n $ 0. 
Wir wenden nun Satz 6 auf die met&he Projektion an: 
7. ~OROLLAR. Sei E ein normierter Raum und G ein proximinaler Kegcl 
in E mit Scheitel in 0. Dunn existiert ein positir-homogener Schnitt f,: E --f G 
ftir I’(;: E + 2[;. 
Bcrwis. Die Posit&Homogenitat van PC; zeigt man analog wie im Eleweis 
zu Korollar 5 die Homogenitat von P, Satz 6 liefert nun die Behauptung. 
Damit ist Korollar 7 bewiesen. 
8. Bemerkung. Unter der Voraussetzung von Satz 6 und Korollar 7 
existiert kein homogener und such kein quasi-additiver Schnitt, nicht einmal, 
falls E ein Hilbertraum und G ein proximinaler konvexer Kegel mit Scheitel 
in 0 ist. Dies ist, wie man leicht anhand von einfachen Beispielen zeigt. s&on 
fur E = R2 nicht mehr erfullt. 
Betrachtet man Satz 2 und Satz 4, so stellt sich sofort die Frage, ob es 
moglich ist unter der Voraussetzung der Quasi-Linearitat einer mengen- 
wertigen Abbildung einen quasi-linearen Schnitt fur diese Abbildung zu 
bekommen. Die Methoden der Aquivalenzklassenzerlegung aus den Beweisen 
zu Satz 2 und Satz 4 versagen. 
Geht man jedoch von einem endlich-dimensionalen Teilvektorraum G 
6.&O, 20/Z-j 
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eines normierten Raumes E bei einer mengenwertigen Abbildung F: E---f 2” 
;IUS und verwendet eine vdllig andere Methode bei der Wahl des Schnittes, so 
erhalt man, grab gesprochen, die erwattete Aussage, wie Satz 12 zeigen wird. 
Dieser Satz steht noch in einem anderen Zusammenhang. Brosowski und 
Deuisch fiihren in [6] den Begriff der Inner- und AuBer-Radial-UnterhaIb- 
Stetigkeit der metrischen Projektion ein. Grob formuliert versteht man 
darunter die Unterhalb-Stetigkeit der metrischen Projektion bxgl. gewisser 
“Strecken.” In Analogie dazu definieren wir: 
9. DEFIVIIOC. Seien t;‘ und G normierte Rgume und F: & -f 2’; eine 
mengenwertige Abbildung. Ein Schniff ,f: E -+ G fiir I;: E ~--t 2’; heiBt rarlial- 
sfchg genau dann, wenn fiir jedes .Y aus E und jede Folge (s:,) ‘1 (f(s) 
n(u .1(.x-)): 0 C K1 mit s, + .Y gilt: /(s,) -tf(~). 
Eln ach&rferer Be&?’ ergibt sich durch die folgende ijberlegung: E.fimov 
und Steckin fiihren in [l 11 den Begriff der Sonnc ein, der sich als wichtig 
fiir die Approximationstheorie erwiesen hat: 
IO. DEFISITIO~;. Sei ,5’ ein normierter Kaum und G eine Teilmenge von t‘. 
G heil3t Sonrzc genau dann, wenn fiir alle x aus E3 und alle g,, aus P,(s) gilt: g,, 
ist aus P,,(F) fiir alle 4’ aus {go I a(.~ -- g,,): LI ‘-: 0). 
Es ist bekannt, daR jede konvexe Menge eine Sonne ist. Betrachten wir 
einen tschebyscheffschen Teilvektorraum G als Basismenge und bezeichnen 
mitfi;: 15 + G die punktwertige metrische Projektion, so gilt: fiir alle .Y aus E 
und allc .)J aus !.f(,(.~) -i N(S --fc(x)): a E WI ist J,(x) =- f;,(y). Dies liegt an 
der Quasi-Lineari& der metrischen Projektion, wie sic sich aus den Eeweisen 
zu Korollar 3 und 5 crgibt. 
Ausgehend von diesen Uberlegungen definieren wir: 
11. DEFINITIOY. Seien E und G normierte RHume und F: E - + Zc eine 
beliebige mengenwertige Abbildung. Eine Schnitt ,fi E -+ G fiir F: E + 2” 
besitzt die Sonneneigmschaft genau dann, wenn fiir alle x aus E und aiie y aus 
{f(s) i-. a(.~ f(s)): a E 561 gilt: f(x) .-: f(y). 
Es ergibt sich somit das Problem, wann ein Schnitt mit dieser Eigenschaft 
existiert. Dazu zeigen wir: 
12. SATL Sei E cirl normierter Rawtz, G ein en~fich-~~ilimensio,lalrr TcJil- 
rektorruum con E und F: E -+ 2’; eitw quasi-lineot-e mengenwerrigc Abbiidung 
mit G als Fixpunk tmenge. Auj3erdem sci F(x) abgeschlossen und komex fiir alle 
x azts E. Dann cxisfierf ein quasi-linearer Schnitf j: E 4 G ffir F: .E --t 2G mit 
der Sonneneigenschaft. 
BellYis. Da C endlich-dimensional ist, existiert eine zur gegebenen Norm 
, /‘, Bquivalente Norm 1’ . ‘J, auf E, welche strikt konvex ist (siehe Kiithe [14]). 
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Da F(x) abgeschlossen und konvex ist fiir alle x aus E, ist s - E-(,X) ab- 
geschlossen und konvex fiir alle x aus E. Man weiI3, dal3 in jedem strikt 
konvexen Raum jede abgeschlossene, konvexe Menge semi-tschebyscheff ist. 
Daraus folgt nun in unserem Fall: Fiir alle x aus E gibt es genau ein yX aus 
.Y F(.u) mit /; ~1~ j,l : min{l 4’ 1 1: J E .Y ~~~ F(X)). Die Existenz van J’,~, fiir .Y 
aus E folgt aus der Tatsache, dai3 G endlich-dimensional ist. 
Wir definieren fiir alle x aus E: j(x) :-- .Y -~ y,,, E F(x). Wir zeigen nun: 
(1) ,fist homogen. 
Seien s aus E und u aus K, dann gilt: a~‘,. E a(x - I’) us ~ F( ax). 
Dies folgt aus der HomogeniGt von IC Weiter gilt: mini J’ ‘,: J’ TV U.Y ~~~~ 
F(ci.~-)j =- minf 1 ff~x / 1: 1’ E x -- F(x)] =: 1 CI / min(l 13 , : 1’ E .t- ~~ F(X): N I 
?‘J 1 =- ~ NJ’,. I;1 . Da die Wahl des Schnittes eindeutig ist, folgt: J;!,, I/j’,,, .
Daraus folgt: f(ax) = US ~~~ .I’,?~ NX - UJ’, : n(x ~~ .I%.,,) - uf(s). 
(2) .f ist quasi-additiv. 
Seien .Y aus E und g aus G, dann gilt: 
J’,,. F .\’ ---- F(x) .r !- g .- (F(x) - g) .- s i- g -- F(.\- g) 
Dies folgt aus der Quasi-Additivitgt van F und der Voraussetzung. daD G 
Fixpunktmenge von F ist. Weiter gilt: min{l~ F i I: J‘ F .Y I s -- F(.Y ! g)j 
mini: I: l/1 : J E .Y i-- g - F(x) ~ F(g); 
min{iL’~‘l:YEX.~tg--(x) --g) 
min( ~ 1: ~ 1 : y E x - F(x)] = yr “1 . 
Da die Wahl des Schnittes eindeutig ist, folgt J’,~,-, 7 .I%?. . Daraus folgt: 
.Y ;- g -.f(x -t- g) :: x -f(x), also f(.~ t g) - .f(x) !- g f‘(.r) J .f(g). 
Aus (I) und (2) folgt die Quasi-Linearitlt des SchnittesS: E + C;. 
(3) Der Schnittf: E -+ G besitzt die Sonneneigenschaft. Seien .Y aua E 
und J :~ ,f(.~) ..- a(x ~ f(s)), wobei n aus I4 ist. Da F quasi-linear und G 
Fixpunktmenge von Fist, gilt: OJ*,. of +- N(X .-- ,f(.~)) F(,f(x) u(s 
f’(s))), denn es ist: f(x) -L a(,~ - -f(x)) ~~ F(,f(s) +- O(.Y ~~~ j-(.t-))) ,,‘(.u) 
n(.r ~ .f(.r)) ~ F(f(.r)) ~ OF(X) - trF(f(s)) f(x) + n(.r ,I’( t-)) ,f( Y) 
n F(X) A- of(s) - ox ~ F(m) n(.t- ~~ F(s)). 
AuDerdem gilt: 
Da die Wahl des Schnittes eindeutig ist, folgt, J’~(J ii(,,P,c,r,I, L/.1‘, ) also 
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.f(x) !. (I(.Y -- j.(.r)) 1 j‘(f(s) + u(x j (.r)) (1.4. -~ Llftx) und somitf( -1’) 
j‘(X). 
Damit ist Satz I2 bewiesen. 
Unter Verwendung von Satz I2 erhalten wir folgendes Korollar: 
13. KORULAR. Sri E P;N n ornzirrter Rawn und G tin c~ndlic/7-riitlrcln- 
J ional~~r Tr~ilwkmruum WI E. Dum r.risttcrt eiu quasi-limwer Srhrlitt .f;, : 
E + G fiir PC8 : E --+ 2” mii dcr Snnr?c~~c~~~~~tl.s~~~~f~. 
Br1r12i.s. Da P,, . wie man aus den Beweisen zu Korollar 3 und Korollar 5 
ersieht, quasi-linear ist und G als Fixpunktmenge besitzt. folgt Korollar 13 
unmittelbar aus Satz 12. 
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